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plans ¥, -isotropes intersectent L et L’ suivant des ellipses homothétiques (mais ici non concentriques).
Toutes les assertions de la proposition 13 sont établies M

Commentaire

Ce sujet fut proposé 4 I'écrit du concours d’entrée de ’'E.N.S. Ulm en Juin 1966 (épreuve de 6 heures).
Résultat: aucun candidat n’alla plus loin que la question I-1, ce qui annula de fait I’épreuve. Le bruit
a couru qu’un mathématicien bien connu, averti de 'incident et témoignant habituellement beaucoup
d’intérét aux éleves de cette Ecole, se fit montrer le sujet, le chercha aussitét devant un tableau. .. et sécha
séverement. Est-ce ou non une légende? quoi qu’il en soit, méme si c'est une légende, Panecdote est
éminemment caractéristique. Le probléme connut immédiatement une célébrité méritée, et on I'appela
le “ Probléme de Koszul ”, du nom de son auteur.

Ot en étaient les programmes de Spéciales en 19667 sur les formes quadratiques, rien de bien précis
au-dela de la réduction de Gauss, de la loi d’inertie de Sylvester et de la théorie du rang. L’orthogonalité
abstraite n’avait qu’un strapontin, sous le nom de “ conjugaison ”. La polarité et I'orthogonalité par rap-
port a une forme quadfatique se surajoutaient 'une a I'autre beaucoup plus qu’elles ne s’entr’éclairaient.
En Géométrie, absolument rien sur la convexité. Officiellement, aucune notion de topologie (méme pas
la notion d’'ouvert ou de fermé dans R" , qui n'entra légalement dans les programmes qu’en Septem-
bre 1973). On donnait encore aux éléves de Spéciales un solide bagage de “ vieille ” géométrie (que
Yon P'appelait aussi “ Géométrie moderne ”), mais avec une grave lacune: aucun lien véritablement
systématique n’était montré entre la théorie des formes quadratiques et celles des coniques et quadriques,
qui tenait une grande place dans les programmes de seconde année. De plus, on ne s’occupait pour ainsi
dire jamais de Géométrie réelle: les coniques d’un plan projectif avaient toujours quatre points com-
muns, ce qui était trop souvent une fagon de mettre la poussiere sous les tapis. Par exemple, en cours
de Géométrie descriptive, on utilisait couramment les fameux “ plans des coniques homothétiques *'

b
cf. la proposition 13: par un raisonnement de coniques dans le plan & linfini, on savait qu’il yvena

toujours 6... 4 condition que le corps de base soit C, mais on ne se souciait guére d’en discuter la réalité,
question que I'on aurait de surcroit eu le plus grand mal & préciser, faute d'une théorie cohérente de
I'extension des scalaires et d’une conscience claire qu’il s’agit de théorie de Galois dans le modeste cadre
de I'extension C de R. La définition d’une conique ou quadrique se faisait sur C : on enseignait une
théorie projective de ces objets, définis comme les images, dans un espace projectif P de dimension d
égale & 2 ou 3 issu d’un C-ev. V de dimension d+ 1, du céne des zéros d’une forme quadratique de
V. Ce point de vue rendait inintelligible toute discussion de la réalité des objets, car cette discussion
aurait nécessité un choix arbitraire d’un plongement dans P d’un espace projectif de dimension d sur
R . Ce choix n’aurait pu se faire qu’en privilégiant un repére arbitraire de V : ce qui était intrinséque
sur C cessait de I'étre sur R...d’oi la réaction logique des utilisateurs réels des programmes: éviter
la question. D’ailleurs les professeurs présentaient comme un des grands avantages de Iintroduction de
ce qu’on appelait les “ coordonnées imaginaires ” et “ les points & l'infini ” le fait que deux coniques
d’un plan aient toujours quatre points communs. En fait d’ “ avantage ”, c’était surtout une bonne
raison pour évacuer presque toujours les questions de réalité... I régnait une grande disparité entre les
diverses classes préparatoires, selon que leur professeur avait été formé avant 1939 ou aprés 1945. Les
premiers enseignaient & leurs éléves beaucoup de trésors de cette fameuse Géométrie moderne, mais
sans faire de lien sérieux avec | ‘algébre linéaire et bilindaire (j'ai personnellement connu un professeur
de MathSup qui se faisait un devoir de n’enseigner les rudiments d’algébre linéaire de son programme
qu’a partir du mois de Mal, aprés tout son cours de géométrie, et aussi, ce qui était encore moins banal,
longtemps aprés quelques notions sur les déterminants, dont il avait besoin au début de 'année pour
bricoler des systémes linéaires). Les seconds enseignaient de solides cours d’Algébre linéaire et bilinéaire,
mais n'illustraient pas ces cours abstraits par les riches faune et flore de la Géométrie moderne. Ainsi
pendant que dans telle © Taupe ” de province, on voyalt des éléves manier avec dextérité les faisceaux
tangentiels de quadriques, les courbes de Steiner, les biquadratiques irréductibles, les cubiques gauches et
autres objets intéressants, il circulait 3 Paris, véritables samizdats taupinaux, des cours dactylographiés
complets sur les formes quadratiques abstraites avec corps de base de caractéristique % 2 , notion de

cOne isotrope, d ‘orthogonalité abstraite, etc. Si bien que les mémes mots n’avaient pas le méme sens

pour le Taupin Arverne ou le Parisien: par exemple chez le cul-terreux, le mot isotropie ’

" ne pouvait
évoquer que les points cycliques, 'ombilicale, les quadriques homofocales et les cénes du second degré de
révolution (lesquels sont, comme

chacun sait, bitangents au céne isotrope de méme sommet), tandis que
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chez le Parisien branché, le mot “ isotropie ” évoquait 'ensemble des points olt une forme quadratique
abstraite est nulle. Il n'était donc pas surprenant d’observer & certains concours, ce n’était pas si rare,
des succés flatteurs ou des échecs mémorables dans telle ou telle province de 'Empire, suivant le type
de sujet proposé. ..

Il est donc clair que le “ Probléeme de Koszul ” a principalement souffert d’une trop grande inadéqua-
tion aux programmes tels qu’ils s'appliquaient vraiment (et non tels que les bureaux avaient implicite-
ment et explicitement voulu qu'ils s'appliquassent). C’est pourquoi, en dépit de son puissant intérét
mathématique, ce sujet est & verser au dossier de la controverse toujours pendante sur les concours.
Dans le corrigé proposé ici, la correspondance entre les objets géométriques et les objets algébriques
abstraits a été explicitée au maximum. Il convient de compléter le mot “ correspondance ” par le mot
“ parenté 7, car, il ne faut pas Poublier, les seconds objets sont les descendants directs des premiers,
méme si le devoir filial n’a que trop été foulé aux pieds. )



